7.6. Составные кривые, построенные на основе нормализованного периодического сплайна

Предположим, что необходимо построить составную В-сплайновую кривую. Для построения составных кривых обычно используют сегменты, которыми являются  кривые, имеющие один существенный интервал. В случае, если основой для построения таких сегментов будет взят открытый В-сплайн, то результирующая составная кривая будет представлять собой составную кривую Безье. Поэтому для построения составных В-сплайновых кривых в качестве сегментов  используются нормализованные периодические сплайны [3]. Наиболее часто применяют нормализованные периодические сплайны 3-ей степени.


Для наглядности построения составных кривых рассмотрим процесс построения кривой по полному вектору параметризации в соответствии со схемой предложенной в параграфе 7.2. 


Рассмотрим построение аппроксимирующей кривой по числу опорных точек, больше чем четыре. Пусть n = 5( опорные точки – P0 –P5 ), тогда число узлов параметризации m в векторе параметризации Т равно 10 (m = 5+3+2=10).  Число существенных параметров, т.е. параметров, ограничивающих существенные интервалы, 4(включая 0 и 1) (0,t5, t6, 1). Число существенных интервалов равно3. Предположим, что каждый из существенных интервалов нормализован, а расчет кривой на нем происходит в соответствии с формулой 19.     
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На интервале   
0<t< t5   происходит в соответствии с следующей формулой:
[image: image2.wmf]
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На двух других существенных интервалах по аналогии с первым:


[image: image4.wmf]
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На основании этих формул можно сделать следующий вывод. Если необходимо построить составную кривую по 6-и опорным точкам, то она будет состоять из трех сегментов (определяется числом существенных интервалов). Первый сегмент строится по опорным точкам 

P0, P1,P2, P3  и проходит вблизи точек P1  и P2; второй - по опорным точкам 

P1, P2,P3, P4  и проходит вблизи точек P2  и P3; третий - по опорным точкам 

P2, P3,P4, P5  и проходит вблизи точек P3  и P4.


Сформулируем в общем виде принцип построения составных кривых на основе нормализованных периодических сплайноыв.


Пусть необходимо построить составную кривую по (n+1) опорным точкам. Число сегментов в составной кривой равно числу существенных интервалов в векторе параметризации для этого числа опорных точек –
 (n-p+1). Каждый i=ый сегмент строится по 4-ом опорным точкам - Pi, Pi+1,Pi+2, Pi+3  .

Составная В-сплайновая кривая обладает важным свойством непрерывности. Рассмотрим два сегмента составной кривой – i-ый и (i+1)  

Математическое выражение для этих сегментов представлено в виде формул (21) и  ( 22 ).
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В месте стыковки для первого сегмента t=1,  для второго – t=0. Исходя из этих соображений В1(1) и В2(0) имеют следующие значения:


Таким образом, в месте стыковки сегментов значения функций совпадают.


Покажем непрерывность в месте стыковки первой и второй производной:
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Таким образом, первая производная в месте стыковки непрерывна.
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Рассмотрим вторые производные в месте стыковки.

Отсюда видно, что и вторая производная в месте стыковки непрерывна. Что и требовалось показать.


Поведения составной кривой, построенной на основе периодического нормализованного сплайна, вблизи первой и последней опорных точек может быть изменено.

Действительно, главным отличием кривых, построенных на основе периодического сплайна, от кривых, базирующихся на открытом В-сплайне, состоит в том, что эти кривые не проходят через первую и последнюю опорные точки и не касаются первого и последнего ребра выпуклого опорного многоугольника.

Для того чтобы кривая или проходила через эти точки, или была максимально приближена к ним, а также касалась соответствующих ребер опорного многоугольника, необходимо изменить полигон кривой . Эта задача решается путем добавления новых опорных точек в начале и в конце полигона. Подбор дополнительных опорных точек позволяет добиться реализации различных условий на концах кривой [4]. Для этого добавляет одинарные,  двойные опорные точки или мнимые опорные точки. 

В случае добавления одинарных опорных точек полигон кривой имеет следующий вид { P0, P0,. . . , Pn, Pn} т.е. дублируются первая и последняя опорная точка. В результате результирующая кривая будет касаться первого и последнего ребра опорного многоугольника, но не проходить через первую и последнюю точки.

При добавлении в полигон двойных опорных точек полигон кривой приобретает следующий вид {P0, P0, P0,. . . , Pn, Pn , Pn} – дважды дублируются первая и последняя опорная точка.  И в этом случае аппроксимирующая кривая проходит через первую и последнюю опорные точки, но не касается соответствующих ребер опорного многоугольника. Докажем первое утверждение.


При выбранном полигоне  первый сегмент составной кривой строится по четырем опорным точкам – Р0, Р0, Р0, Р1. Математическое выражение для первого сегмента кривой имеет [image: image12.wmf].
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следующий вид:


В начале сегмента  - t = 0. Следовательно,  r1(0) = P0.


Последний сегмент составной кривой определяется четырьмя опорными точками   - Рn-1, Рn, Рn, Рn. Математическое выражение для последнего сегмента кривой имеет следующий вид:

[image: image13.wmf](22)
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В конце рассматриваемого сегмента t = 1. Таким образом,   rfin(1) = Pn  .

Следовательно, вся кривая начинается в точке P0 и заканчивается в 

точке Pn.

Второе утверждение доказывается аналогично.


В случае использования мнимых точек в  полигон кривой, вектор параметризации приобретает следующий вид 

{(P0-P1)+ P0), P0,. . . , Pn, (Pn-Pn-1)+ Pn)}. При использовании такого полигона результирующая кривая проходит через первую и последнюю опорные точки и касается первого и последнего ребра опорного многоугольника.
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[image: image15.wmf](21)
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