7.1. Открытый В-сплайн. 
Рассмотрим вектор параметризации для открытого В-сплайна. Длина его  рассчитывается обычным образом , т.е равна m+p+2. Вектор параметризации для открытого В-сплайна имеет следующий вид:
[image: image29.wmf](11)
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Узлы a и    b  называются кратными или фиктивными. Их введение в вектор параметризации связано с необходимостью построения полной   В-сплайновой аппроксимирующей кривой для заданного числа опорных точек. В рассматриваемом полном векторе параметризации a принимает значение, равное нулю, и повторяется (p+1) раз, а  b =1 и повторяется также (p+1) раз.
Открытые В-сплайны могут быть равномерными и неравномерными. В случае использования равномерной параметризации для расчета параметров открытый В-сплайн называют равномерным. При этом параметры  t – t p+2   находятся на одинаковом расстоянии друг от друга. А , если параметризация выполнена по длине хорды или длине дуги, то открытый В-сплайн называется неравномерным.  Кривые, построенные  на основе открытого равномерного и неравномерного вектора параметризации существенно отличаются друг от друга.

Открытый В-сплайн по своим свойствам во многом аналогичен кривым Безье.  Если порядок В-сплайна равен количеству опорных точек минус 1 (p=n), то базис В-сплайна сводится к базису Бернштейна. Таким образом, при таком векторе параметризации В-сплайновая кривая совпадает с кривой Безье. 

Например, в случае 3-ей степени и числа опорных точек – 4 (p=3, n=4)

Вектор параметризации имеет следующий вид: 00001111. Положение элементарных В-сплайнов на векторе параметризации показано на рис.3.
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                                           Рис. 3

 В соответствии  с выбранным вектором параметризации можно рассчитать элементарные В-сплайны, участвующие в построении открытого В-сплайна (7 ):

N0,3=(1-t)3, N1,3=-3t3-6t2+3t, N2,3=3t2-3t3, N3,3=t3. Данный базис совпадает с базисом Бернштейна для третьей степени. 

Следующие два свойства В-сплайнов также совпадают с свойствами кривых Безье.

· Первая и последняя точки кривой совпадают с соответствующими точками полигона, т.е. кривая проходит через первую и последнюю опорные точки.

· Касательная к кривой в первой и последней точке полигона совпадает с соответствующими сторонами многоугольника, построенного по опорным точкам кривой

Покажем основные этапы расчета открытого  В- сплайна.

 7.2. Построение аппроксимирующей  кривой  произвольной 

                   степени  на основе открытого В-сплайна                           

   
В-сплайновая аппроксимирующая кривая произвольной степени p  строится на основе элементарных В-сплайнов той же степени в соответствии с формулой (1).  В свою очередь, математическое выражение для элементарного В-сплайна получается с помощью рекурентной формулы (2). Число интервалов параметризации, необходимых для построения рассматриваемого элементарного В-сплайна, равно p+1.
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Рассмотрим элементарный В-сплайна , например,  порядка p = 7. Число интервалов, на которых определен элементарный В-сплайн Ni,7(t) равно 8. Тогда математическое выражение для Ni,7(t) ,будет содержать восемь математических выражений, определяющих элементарный В-сплайн на каждом интервале параметризации. Используем символическое обозначение этих выражений. 

Предположим, что необходимо построить аппроксимирующую кривую, заданную десятью опорными точками (n=9). Для получения математического описания этой кривой необходимо выполнить следующие этапы:

1.Определить длину вектора параметризации:


m = n+p+2=9+7+2=18
2.Определить вид вектора параметризации:


T=[0,0,0,0,0,0,0,0,t9,t10,1,1,1,1,1,1,1,1]

                   кратные                 кратные

                    узлы                        узлы

3.Выбрать тип параметризации: равномерная, по длине хорды или по  длине дуги. Вычислить значения параметров t9 и t10.В следующем параграфе будет раасмотрен способ вычисления значений существееных параметров, которыми в данном случае являются параметры t9 и t10.
4. Представить примерное поведение элементарных В-сплайнов на векторе параметризации T, как это показано на  рис. 4 .
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                       Рис. 4

5.Вывести математическое выражение для аппроксимирующей В-сплайновой кривой 7-ой степени. Для простоты и наглядности используется таблица 1 , определяющая математические выражения рассматриваемой аппроксимирующей функции на существенных интервалах. Число существенных интервалов для данной функции определяется в соответствии с  формулой ( 10 ): int = n-(p-1) = 9-(7-1) = 3.

Математическое выражение В-сплайновой аппроксимирующей кривой седьмой степени на ее существенных интервалах.

                                                                                                 Таблица 1.

	  Номер существенного

  Интервала
	Изменение 

параметра
	Математическое выражение

	                 1
	        0-t1
	NP0+MP1+LP2+KP3+

HP4+GP5+FP6+EP7

	                  2
	        t1-t2
	NP1+MP2+LP3+KP4+

HP5+GP6+FP7+EP8

	                 3
	        t2-t3
	NP2+MP3+LP4+KP5+

HP6+GP7+FP8+EP9


Такая схема вычисления В-сплайновой кривой проста и наглядна.

Она может быть использована при построении  кривой при любом векторе параметризации.

                7.3  Расчет открытого В-сплайна 


Рассмотрим расчет открытого В-сплайна при неравномерной и равномерной параметризации
7.3.1. Расчет  открытого В-сплайна при неравномерной параметризации

Формула для расчета параметров вектора параметризации, при использовании параметризации по длине хорды имеет следующий вид [1].
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В случае параметризации по длине дуги используется та же формула, только Сi,j является длиной соответствующей дуги.
Пусть для построения кривой 2- ой степени (p=2)  заданы 5 опорных точек (n=4).

P0=(0,0), Р1=(2,6), Р2=(4,3), Р3=(6,6), Р4=(8,6)

Тогда,  длина вектора параметризации – n+p+2=8 . t1 =t2=t3=0, t6=t7=t8=1. Необходимо рассчитать параметры t4 и t5. В соответствии с формулой (12) значения длин хорд, необходимых для расчета параметров, будут следующие:
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Сумма длин хорд имеет следующее значение:
[image: image3.wmf]
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Параметры t4 и t5 :
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Выражение для В-сплайновой кривой будет иметь следующий вид:
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Положение элементарных В-сплайнов на векторе параметризации показано на рис.5.
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                                      Рис. 5

В соответствии с этим рисунком определим значение элементарного В-сплайнов на существенных интервалах.

На интервале 
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            На интервале  
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на интервале  
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На  рис.6 показан открытый В-сплайн, расчет, которого выполнен в рассмотренном выше примере.
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                                Рис. 6

7.3.2. Расчет открытого В-сплайна при равномерной  параметризации


В случае равномерной параметризации формула для расчета значений параметров вектора параметризации принимает следующий вид:


[image: image14.wmf]m
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Пусть необходимо построить В-сплайн 2-ой степени по 5- опорным точкам (n=4). Длина вектора параметризации также как и в предыдущем случае равна 8. t1 =t2=t3=0, t6=t7=t8=1. Определим значения параметров t4 и t5.
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Положение элементарных В-сплайнов  на векторе параметризации  такое же как и для 
[image: image17.wmf] В-сплайна в предыдущем примере (неравномерная параметризация (рис.5).
Приведем расчет элементарных В-сплайнов на интервалах 
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На интервале 
[image: image21.wmf]4

0

t

t

£

£

:


[image: image22.wmf]3

1

3

2

 

интервал)

 

ый

-

1

 

й

собственны

(

3

1

3

2

)

3

2

(

)

0

3

1

)(

0

3

1

(

)

3

1

(

 

интервал)

 

ой

-

2

 

й

собственны

(

)

3

1

(

)

3

1

(

интервал)

 

ий

-

3

 

й

собственны

(

2

2

,

2

2

,

1

2

2

2

,

1

×

=

×

×

-

+

-

-

-

×

=

-

=

t

N

t

t

t

t

N

t

N


            На интервале  
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Открытый В-сплайн 2-ой степени по пяти опорным точкам, расчет которого выполнен при равномерном векторе параметризации показан, на рис. 7.
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                            Рис. 7
На рис.8  показаны две В-сплайновые кривые второй и третьей степени, построенные на основе одних и тех же опорных точек, для построения используется открытый В-сплайн. Кривые построены средствами САПР AutoCAD2004.

[image: image28.jpg]crenera (B

oAMroH
KPVBOM

/)

+




                             Рис. 8
� EMBED Equation.2  ���





� EMBED Word.Picture.8  ���





� EMBED Equation.2  ���





� EMBED Word.Picture.8  ���





� EMBED Word.Picture.8  ���








[image: image34.wmf](11)

         

          

          

          

          

.

,...,

,

1

,...,

2

,

,...,

þ

ý

ü

î

í

ì

-

-

+

=

b

b

p

m

t

p

t

a

a

T

[image: image35.wmf]            

 

t

 

3 узла = 1

 

 

N

0,2

 

N

1,2

 

N

2,2

 

N

3,2

 

N

4,2

 

3

узла = 0

 

t

4

 

t

5

 

[image: image36.wmf]N

0

,3

(

t

)

N

1

,3

(

t

)

N

2

,3

(

t

)

N

3

,3

(

t

)

Существенный

интервал

 0

 

0

 

0

 0

 

1

 

1

 1

 

1

 

t

[image: image37.wmf]    

          

8

7

при

  

7

6

при

  

6

5

при

 

(12)

    

          

          

          

5

4

 

при

 

4

3

при

 

3

2

при

 

2

1

 

при

  

1

 

при

  

)

(

7

,

+

£

£

+

Ú

+

£

£

+

Ú

+

£

£

+

Ú

+

£

£

+

Ú

+

£

£

+

Ú

+

£

£

+

Ú

+

£

£

+

Ú

+

£

£

=

i

t

t

i

t

N

i

t

t

i

t

M

i

t

t

i

t

L

i

t

t

i

t

K

i

t

t

i

t

H

i

t

t

i

t

G

i

t

t

i

t

F

i

t

t

i

t

E

t

i

N

[image: image38.wmf] 

N

0

-

4

(

t

)

 

N

5

-

9

(

t

)

 

существенные

интервалы

 

8 узлов = 0

 

8 узлов = 1

 

t

9

 

t

10

 

t

 

_1264000004.unknown

_1264251545.unknown

_1264251824.unknown

_1264000452.unknown

_1264001225.unknown

_1254747080.unknown

_1257074653.unknown

_1257078986.unknown

_1257502687.doc


N0-4(t)







N5-9(t)







существенныеинтервалы







8 узлов = 0







8 узлов = 1







t9







t10







t












_1257070950.unknown

_1204388286.unknown

_1204479870.unknown

_1204557864.unknown

_1204559399.unknown

_1204559438.unknown

_1206292223.doc

[image: image1]            

N2,2







N1,2







N0,2







3узла = 0







3 узла = 1











t4







t5







t







N3,2







N4,2












_1204557948.unknown

_1204557198.unknown

_1204557305.unknown

_1204479880.unknown

_1204480211.unknown

_1204388297.unknown

_1204388196.unknown

_1204388255.unknown

_1204386987.unknown

_1023696070.doc


N0,3(t)







N1,3(t)







N2,3(t)







N3,3(t)







Существенный



интервал







 0







 0







 0







 0







 1







 1







 1







 1







 t












